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ДОСЛІДЖЕННЯ СТРУКТУРИ МНОЖИНИ НЕПЕРЕРВНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ СИСТЕМ 
РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ 
Background. We consider the structure of a set of continuous solutions of equations systems 
    ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t B t x qt F t+ = + +      (1) 
in a number of cases depending on the hypotheses for the matrices ,A B, number q  and their properties.  
Objective. To study existence of continuous limited solutions for t ∈ ? , study the structure of their set and also de-
veloping the method of their construction. 
Methods. We use methods of the theory of differential and difference equations. 







=∑  arbitrary 
continuous one-periodic functions at some conditions is proved in theorem 1. Similar theorem is proved for case 
0t ≤  (the theorem 2), and is proved the theorem 3 about the existence of the continuous limited solution of              
homogeneous system of the equation (1) is also proved.  
Conclusions. New conditions for the existence of continuous solutions of difference equations systems (1) are                
established, we proposed the method of constructing these solutions and investigated the structure of their set. 
Keywords: difference equations; continuous limited solutions. 
Вступ 
Робота присвячена дослідженню структури 
множини неперервних розв’язків системи різ-
ницевих рівнянь вигляду 
 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t B t x qt F t+ = + + ,  (1) 
де t ∈ ? , ( )A t , ( )B t  — дійсні ( )n n× -матриці, 
( )F t  — дійсний вектор розмірності n , q  — деяка 
дійсна стала. За різних припущень відносно 
матриць ( )A t , ( )B t  і вектора ( )F t  окремі кла-
си таких систем рівнянь були основним об’єк-
том дослідження багатьох математиків [1—5], і 
на сьогодні низку питань їх теорії досить деталь-
но вивчено. Особливо це стосується існування 
різного роду (аналітичних, неперервних тощо) 
розв’язків і дослідження їх властивостей. У ро-
боті продовжується дослідження аналогічних 
питань для системи рівнянь (1). Зокрема, за 
деяких припущень встановимо існування не-
перервних розв’язків таких систем і розробимо 
метод їх побудови. 
Постановка задачі 
Метою роботи є вивчення питань існуван-
ня неперервних обмежених при t ∈ ?  розв’яз-
ків, дослідження структури їх множини, а та-
кож розроблення методу їх побудови. 
Основні результати 
Розглянемо систему рівнянь вигляду 
 ( 1) ( ) ( )x t Ax t Bx qt+ = + ,  (2) 
де A , B  — дійсні сталі ( )n n× -матриці, q  — дійс-
на стала, і покажемо, що вона має неперервні 
розв’язки. При цьому відносно матриці A  бу-
демо припускати, що її власні значення iλ , 
1,...,i n= , задовольняють умови 
 | | 0,1iλ ≠ , 1,...,i n= . 
Тоді існує заміна змінних 
( ) ( ),x t Cy t=  
де C  — деяка неособлива ( )n n× -матриця, яка 
приводить систему рівнянь (2) до вигляду  
 ( 1) ( ) ( ),y t Jy t By qt+ = + %   (3) 
де 1 ,B C BC−=%  1 1diag( ( ),..., ( )),m mJ J J= λ λ  
0 0 ... 0 0 0
0 0 ... 0 0 0
. . . . . . . .( )
0 0 0 0 ... 0







λ ε⎛ ⎞⎜ ⎟λ ε⎜ ⎟⎜ ⎟λ = ⎜ ⎟⎜ ⎟λ ε⎜ ⎟⎜ ⎟λ⎝ ⎠
,  
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1,...,i m= , , 1.m n≤ ε <<  
Залежно від умов, які задовольняють числа 
iλ , 1,...,i m= , матриця B%  і стала q , далі роз-
глянемо ряд випадків, коли вдається не тільки 
дати відповідь на запитання про існування       
неперервних розв’язків системи рівнянь (3), 
але й побудувати їх у вигляді деяких функціо-
нальних рядів. 
Розглянемо систему різницевих рівнянь (3) 
за таких припущень: 
1) 0 1 , 1, , 1, , 0 , 1;i j i k j k m m n q< λ < < λ = = + ≤ ≤ >  
2) 





















1 ( ) q
b −
−
⎫λ + δ ⎪ <⎬⎪− λ + δ λ ⎭
?
 де ( ) 0i iδ = δ ε →  при 0,ε →  
%1 11 12| | | |,b B B= +% %  
%
2 21 22 *
| | | |, min { ,ib B B= + λ = λ% %   
*1,..., }, max{ , 1,..., },ii k i k= λ = λ =  ** min { ,jλ = λ  




diag( ( ),..., ( )),
diag( ( ),..., ( )),
k k
k k m m
J J J
J J J+ +
= λ λ






( ) ( ( ), ( )), ( ) ( ( ),..., ( )),
( ) ( ( ),..., ( )),
k
k m
y t y t y t y t y t y t
y t y t y t+
= =
=







⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎝ ⎠
% %
%
% %  
систему рівнянь (3) запишемо у вигляді 
 
1 1 1 2
1 11 12
2 2 1 2
2 21 22
( 1) ( ) ( ) ( ),
( 1) ( ) ( ) ( ),
y t J y t B y qt B y qt
y t J y t B y qt B y qt
+ = + +
+ = + +
% %
% %   (5) 
Доведемо таку теорему. 
Теорема 1. Нехай виконуються умови 1, 2. 
Тоді система рівнянь (3) має сім’ю неперерв-        








= ∑  довільних неперервних                 
1-періодичних функцій. 
Дов е де ння. Покажемо, що система рів-






( ) ( ),





y t y t









  (6) 
де 1 2( ), ( ), 0,1,...,i iy t y t i =  — деякі неперервні й 
обмежені при t +∈ ?  вектор-функції. Дійсно, 












( ) ( ) ( ),
( 1)










J y t B y qt B y qt
y t




















Звідси безпосередньо випливає, що якщо 
вектор-функції 1 2( ), ( ), 0,1,...,i iy t y t i =  є розв’яз-






( 1) ( ),
( 1) ( ),
y t J y t
y t J y t
+ =
+ =
  (70) 
1 1 1 2
1 11 1 12 1
2 2 1 2
2 21 1 22 1
( 1) ( ) ( ) ( ),
( 1) ( ) ( ) ( ),
1,2,...,
i i i i
i i i i
y t J y t B y qt B y qt




+ = + +
+ = + +
=
% %
% %  (7i )  
то ряди (6) є формальним розв’язком системи 
рівнянь (5). 
Дійсно, система рівнянь (70) має сім’ю не-
перервних обмежених при 0t ≥  розв’язків 
1







=∑  довільних 
неперервних 1-періодичних функцій. 
Тоді безпосередньою підстановкою в (7і ), 
1,2,...,i =  можна переконатися, що ряди 










( ) [ ( ( ))
( ( ))],











y t J B y q t j
B y q t j
y t J B y q t j










= − + +
+ +









 (8і ) 
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є формальними розв’язками послідовності сис-
тем рівнянь (7 i ), 1,2,...i = . 
Покажемо, що ряди (8і ), 1,2,...,i =  рівно-
мірно збігаються до деяких неперервних век-





| ( ) | , 0,1,...,





y t M i
y t M i
≤ Δ λ =





  (9) 
де M%  — деяка додатна стала. 
Справді, оскільки 10| ( ) |
t
y t M≤ λ% ?  (випливає із 
представлення загального розв’язку системи (70 )), 




1 1 1 2





| ( ) |
| | | ( ( )) ( ( )) |






J B y q t j B y q t j












































≤ λ + δ λ ≤
λ≤ λ + δ λ λ + δ ≤
λ + δ≤ λ ≤ Δλ













1 1 1 2
2 21 0 22 0
0
| ( ) |
| | | ( ( )) ( ( )) |j
j
y t








| | | ( ( )) |j
j
J B y q t j
∞ − +
=
































≤ λ + δ λ ≤
λ≤ λ + δ λ λ + δ ≤
λ + δ≤ λ ≤ Δ λ











Розмірковуючи за індукцією, припустимо, 
що оцінки (9) доведено для деякого 1i > , і по-
кажемо, що вони не зміняться при переході від 




1 1 1 2
1 11 12
0
( ( ))1 1
1* 1
0
| ( ) |






q q t jj i
j
y t








≤ + + + ≤








1 * 1 * 1
0
1 1
1 * 1 * 1
0
( ) (( ) )











≤ Δ λ + δ λ λ + δ λ ≤






















λ + δ≤ Δ λ ≤ Δ λ






1 1 1 2
2 21 22
0
( ( ))1 1
** 2 2
0
| ( ) |






q q t jj i
j
y t








≤ + + + ≤








2 ** 2 ** 2
0
1 1
2 ** 2 ** 2
0
( ) (( ) )











≤ Δ λ + δ λ λ + δ λ ≤






















λ + δ≤ Δ λ ≤ Δ λ




звідки випливають оцінки (9) при 1i + . Цим 
ми довели, що ряди (8 i ), 1,2,...,i =  рівномірно 
збігаються при 0t ≥  до деяких неперервних 
вектор-функцій 1 2( ) ( ( ), ( )), 1,2,...,i i iy t y t y t i= =  
які задовольняють оцінки (9). Звідси безпосе-
редньо випливає, що ряди (6) рівномірно збі-
гаються при 0t ≥  до деякої неперервної век-
тор-функції 1 2( ) ( ( ), ( ))y t y t y t= , яка є розв’яз-
ком системи (5) і задовольняє умову 
| ( ) | .
1
qtMy t ≤ λ− Δ
?  
10 Наукові вісті НТУУ "КПІ" 2015 / 4 
 
 
Теорему 1 доведено. 
Дослідимо тепер питання про існування 
неперервних при 0t ≤  розв’язків системи різ-
ницевих рівнянь (3) у випадку, коли викону-
ються умови: 
1) 0 1 , 1, , 1, , 0 ,i j i k j k m m n< λ < < λ = = + ≤ ≤  
1;q >  
2) 1** ** *
3




















⎫⎪λ <⎬⎪− λ + δ λ ⎭
 де 21 11 12| | | |,b B B b= + =% %  
*
21 22 *| | | | , m in { , 1, . . . , } ,iB B i k= + λ = λ = λ =% %
 
max { , 1,..., } ,i i k= λ = ** min{ , 1,..., },j j k mλ = λ = +  
** max{ , 1,..., }.j j k mλ = λ = +  
Має місце така теорема. 
Теорема 2. Нехай виконуються умови 1, 2. 
Тоді система рівнянь (3) має сім’ю неперерв- 








= ∑  довільних неперервних 1-пе-
ріодичних функцій ( ), 1, .j t j k mω = +  
Дов е де ння. Покажемо, що система рів-
нянь (3) має розв’язки у вигляді рядів (6). Дійс-
но, якщо вектор-функції 1 2( ) ( ( ), ( )),i i iy t y t y t=  
0,1,...,i =  є розв’язками систем рівнянь (7і ), 
0,1,...,i =  то ряд (6) буде формальним розв’яз-
ком системи рівнянь (3). 
Система рівнянь (70 ) має сім’ю неперерв-
них і обмежених при 0t ≤  розв’язків 20(0, ( ))y t , 







= ∑  довільних неперерв-
них 1-періодичних функцій. 
Розглядаючи послідовно системи рівнянь 
(7і ), 1,2,...,i =  доведемо, що вони також ма-
ють неперервні при 0t ≤  розв’язки. Дійсно, 
оскільки ряди  
1
1 1 2




21 1 22 12
1
( )
[ ( ( )) ( ( ))],
( )










J B y q t j B y q t j
y t








= − + −
=




% %  
(10і ) 
1,2,...,i =  
є формальними розв’язками відповідних сис-
тем рівнянь (7і ), 1,2,...,i =  то достатньо по-
казати, що ці ряди рівномірно збігаються до   
деяких неперервних вектор-функцій ( )iy t =  
1 2( ( ), ( )), 1,2,...i iy t y t i= = . Для цього достатньо 




| ( ) | ,









  (11) 
де max | ( ) |tM t= ω . Справді, оскільки 2| ( ) |iy t ≤  









| ( ) |
| | | ( ( )) ( ( )) |






J B y q t j B y q t j
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j q t j
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≤ λ + δ λ ≤






























λ + δ λ + δ λ≤ λ ≤− λ + δ λ










| ( ) |
| | | ( ( )) ( ( )) |






J B y q t j B y q t j




















( ) (( ) )










≤ λ + δ λ ≤

















λ + δ λ + δ λ≤ λ ≤− λ + δ λ  















λ≤ λ ≤ Δλ− λ + δ λ  
Розмірковуючи за індукцією, припустимо, 
що оцінки (11) доведені для деякого 1i ≥ , і 
покажемо, що вони не зміняться при переході 






* 1 ( ( ))
3 1
1
| ( ) |






j i q q t j
j
y t








≤ − + − ≤
≤ λ + δ Δ λ ≤
∑
∑
% %  






( ) (( ) )
( ) (( ) )










≤ Δ λ + δ λ λ + δ λ ≤























** 1 ( ( ))
4 2
1
| ( ) |






j i q q t j
j
y t








≤ − + − ≤
≤ λ + δ Δ λ ≤
∑
∑
% %  






( ) (( ) )
( ) (( ) )










≤ Δ λ + δ λ λ + δ λ ≤

















λ≤ Δ λ ≤ Δ λ− λ + δ λ  
звідки випливають оцінки (11) при 1i + . 
Отже, ми довели, що ряди (10і ), 1,2,...,i =  
рівномірно збігаються при 0t ≤  до деяких не-
перервних вектор-функцій 1 2( ) ( ( ), ( )),i i iy t y t y t=  
1,2,...i = , які задовольняють оцінки (11). Цим 
ми довели, що ряд (6) збігається при 0t ≤  до 
деякої неперервної вектор-функції 1( ) ( ( ),y t y t=  
2( ))y t , яка є розв’язком системи (3) і задоволь-
няє умову 
| ( ) | .
1
qtMy t ≤ λ− Δ  
Теорему 2 доведено. 











( 1) ( )
( ) ( ) ( ),
( 1) ( ) ( )
( ) ( ).
y t J y t
B y qt B y qt F t
y t J y t B y qt
B y qt F t
+ = +
+ + +





  (12) 
Теорема 3. Нехай виконуються умови: 
1) 0 1 , 1,..., , 1,..., ,i j i k j k m< λ < < λ = = +  
0;q >  
2) 









⎧ ⎫λ + δ⎪ ⎪θ = <⎨ ⎬− λ + δ − λ + δ⎪ ⎪⎩ ⎭
 
1 11 12 2 21 22| | | | , | | | | ,b B B b B B= + = +% %% % % %  * max { ,iλ = λ   
**1,..., }, min{ , 1,..., };ji k j k m= λ = λ = +  
3) всі компоненти вектор-функції ( )F t  є 
неперервними й обмеженими при всіх t ∈ ?  
функціями. 
Тоді система рівнянь (12) має неперерв-
ний і обмежений при t ∈ ?  розв’язок ( )y t =  
1 2( ( ), ( ))y t y t= . 
Дов е дення. Розв’язок системи (12) шу-






( ) ( ) ,





y t y t









  (13) 
де 1 2( ), ( ), 0,1,...,i iy t y t i =  — деякі неперервні й 
обмежені при t ∈ ?  вектор-функції. Дійсно, 







( 1) ( ) ( )





y t J y t B y qt


















( 1) ( ) ( )





y t J y t B y qt
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Звідси безпосередньо випливає, що якщо 
вектор-функції 1 2( ), ( ), 0,1,...,i iy t y t i =  є розв’яз-






( 1) ( ) ( ),
( 1) ( ) ( ),
y t J y t F t
y t J y t F t
+ = +
+ = +
  (14 0 ) 
1 1 1 2
1 11 1 12 1
2 2 1 2
2 21 1 22 1
( 1) ( ) ( ) ( ),
( 1) ( ) ( ) ( ),
i i i i
i i i i
y t J y t B y qt B y qt
y t J y t B y qt B y qt
− −
− −
+ = + +
+ = + +
% %
% %
 (14і ) 
 1,2,...,i =   
то ряди (13) є формальним розв’язком системи 
рівнянь (12). 
Беручи до уваги умови теореми 3, можна 





2 ( 1) 2
0 2
0
( ) ( ),





y t J F t j









  (15 0) 
рівномірно збігаються при t ∈ ? , задовольня-











| ( ) | ,
1 ( )
( )







≤ − λ + δ
λ + δ≤ − λ + δ
  (16 0) 
де 1 1 2 2sup | ( ) |, sup | ( ) | .t tM F t M F t= =  






| ( ) | , .




⎧ ⎫λ + δ⎪ ⎪′≤ = ⎨ ⎬− λ + δ − λ + δ⎪ ⎪⎩ ⎭
 (17 0) 
З урахуванням (14 0) і (16 0) можна послідов-
но показати, що ряди  
1
1 1 2
11 1 12 11
1
( )











= − + −∑ % %
 
  2( )iy t =  (15і )
 ( 1) 1 221 1 22 12
0
( ( ( )) ( ( ))),j i i
j




= − + + +∑ % %  
 1,2,...,i =    
рівномірно збігаються при t ∈ ? , задовольня-
ють системи рівнянь (14і ), 1,2,...,i =  а також 




| ( ) | ,









 1,2,... .i =   (16і ) 
Звідси випливає, що ряди (13) рівномірно збі-
гаються при t ∈ ?  до деякої неперервної век-
тор-функції 1 2( ) ( ( ), ( ))y t y t y t= , яка є розв’яз-
ком системи рівнянь (12) і задовольняє умову 
| ( ) | .
1
My t
′≤ − θ  
Теорему 3 доведено. 
Висновки 
У статті встановлено нові умови існування 
неперервних розв’язків систем різницевих рів-
нянь, запропоновано метод побудови таких 
розв’язків та досліджено структуру їх множини. 
Основним результатом є теорема 1, у якій до-
ведено існування сім’ї неперервних обмежених 







= ∑  
довільних неперервних 1-періодичних функцій 
при виконанні певних умов. 
Отримані результати доповнюють уже іс-
нуючі праці інших математиків і сприятимуть 
подальшому вивченню неперервних розв’язків 
більш широких класів таких рівнянь. До того ж 
цей матеріал у майбутньому буде використано 
при дослідженні різницевих рівнянь вказаного 
вигляду, коли ( ), ( )A A t B B t= = . 
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І.В. Бецко 
ДОСЛІДЖЕННЯ СТРУКТУРИ МНОЖИНИ НЕПЕРЕРВНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ СИСТЕМ РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ 
Проблематика. Розглядається структура множини неперервних розв’язків системи рівнянь 
     ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t B t x qt F t+ = + +       (1) 
у низці випадків залежно від припущень відносно матриць ,A B , числа q , а також вивчаються їх властивості.  
Мета дослідження. Вивчення питань існування неперервних обмежених при t ∈ ?  розв’язків, дослідження структури їх 
множини, а також розроблення методу їх побудови. 
Методика реалізації. Використовуються методи теорії диференціальних і різницевих рівнянь. 







=∑  довільних неперервних 1-періодичних функцій при виконанні певних умов. Аналогічну теорему доведено для випадку 
0t ≤    (теорема 2), а також доведено теорему 3 про існування неперервного обмеженого розв’язку неоднорідної системи рів-
нянь (1). 
Висновки. Встановлено нові умови існування неперервних розв’язків систем різницевих рівнянь (1), запропоновано ме-
тод побудови таких розв’язків та досліджено структуру їх множини. 
Ключові слова: різницеві рівняння; неперервні обмежені розв’язки. 
И.В. Бецко 
ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРЫ МНОЖЕСТВА НЕПРЕРЫВНЫХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ 
Проблематика. Рассматривается структура множества непрерывных решений системы уравнений 
     ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t B t x qt F t+ = + +       (1) 
в ряде случаев в зависимости от предположений относительно матриц ,A B , числа q , а также изучаются их свойства.  
Цель исследования. Изучение вопросов существования непрерывных ограниченных при t ∈ ?  решений, исследование 
структуры их множества, а также разработка метода их построения. 
Методика реализации. Используются методы теории дифференциальных и разностных уравнений. 








=∑  произвольных непрерывных 1-периодических функций при выполнении определенных условий. Аналогичная 
теорема доказана для случая 0t ≤  (теорема 2), а также доказана теорема 3 о существовании непрерывного ограниченного 
решения неоднородной системы уравнений (1). 
Выводы. Установлены новые условия существования непрерывных решений систем разностных уравнений (1), предло-
жен метод построения таких решений, и исследована структура их множества. 
Ключевые слова: разностные уравнения; непрерывные ограниченные решения. 
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